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1. Bevezeto˝
A csoportelme´let a matematika egyik legido˝sebb a´ga, amelyet ma´ra
ma´r nemcsak a matematika´ban, hanem a fizika´ban e´s a ke´mia´ban is
alkalmaznak. A tizenkilencedik sza´zad eleje´n Abel e´s Galois munka´-
iban a csoport matematikai objektumokon hato´ permuta´cio´k o¨sszes-
se´ge volt. Ke´so˝bb geometriai objektumok transzforma´cio´ csoportjait
kezdte´k el vizsga´lni. Ve´gu¨l Lie folytonos csoportokro´l szo´lo´ elme´lete
helyezett tova´bbi hangsu´lyt a csoportok elme´lete´re. 1911-ben je-
lent meg Burnside a ve´ges csoportokro´l szo´lo´ nagyhata´su´ ko¨nyve.
Ebben ma´r a ve´ges csoportok reprezenta´cio´ elme´lete´ro˝l is szo´ esett.
Ennek megalapoza´sa´t Burnside Frobenius-szal egyu¨tt kezdte meg,
majd Brauer fejezte be.
A ve´ges egyszeru˝ csoportok klasszifika´cio´s te´tele a huszadik sza´-
zadi matematika egyik legme´lyebb eredme´nye. Ennek bizony´ıta´sa´t
1983-ban jelentette´k be, de csak 2004-ben fejezte´k be. A te´telnek
nemcsak, hogy rengeteg e´rdekes ko¨vetkezme´nye van, hanem ku¨lo¨no¨s
mo´don sza´mos olyan a´ll´ıta´s le´tezik, amelynek csak azt haszna´lo´ bi-
zony´ıta´sa ismert. Ezzel kapcsolatban megjegyezzu¨k, hogy Brauert
megke´rdezte´k egyszer, amikor ma´r la´thato´ volt, hogy a klasszifika´cio´s
te´tel bizony´ıta´st nyer, hogy vajon ez-e a ve´ge a ve´ges csoportok
elme´lete´nek. Azt va´laszolta, hogy ez csak a kezdet. Valo´ban, az
uto´bbi e´vtizedben sza´mos me´ly reprezenta´cio´ elme´leti sejte´st vezet-
tek vissza egyszeru˝ csoportokro´l szo´lo´ ke´rde´sekre. Mind a mai napig
mind a csoportelme´let, mind a reprezenta´cio´ elme´let a matematika
legakt´ıvabban kutatott teru¨letei ko¨ze´ tartozik.
A ve´ges csoportok elme´lete´ben gyakran fordul elo˝, hogy egy cso-
port hat egy vektorte´ren (vagy egy Abel norma´loszto´n). Ebben az
esetben reprezenta´cio´ elme´leti eszko¨zo¨kkel gyakran sza´mos ke´rde´s
megva´laszolhato´. Ebben a dolgozatban olyan csoportelme´leti ke´rde´-
seket vizsga´lunk, ahol a proble´ma nehe´zse´ge linea´ris csoportokro´l
szo´l e´s a klasszifika´cio´s te´tel ko¨vetkezme´nyeinek haszna´lata aligha
mello˝zheto˝. Ebbo˝l kifolyo´lag a dolgozat te´ma´ja a ve´ges csoportok
elme´lete´nek e´s a ve´ges csoportok reprezenta´cio´ elme´lete´nek hata´rteru¨-
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lete´n helyezkedik el.
A dolgozatra indirekten, de le´nyeges mo´don Brauer gyakorolt ha-
ta´st. Brauer proble´ma´i ko¨zu¨l ebben a munka´ban ha´romro´l esik
szo´. A motiva´cio´nk e´s az eredme´nyeink viszont alapveto˝en csoport-
elme´leti jellegu˝ek.
A te´mako¨rben tala´n a legalapveto˝bb invaria´ns a ve´ges csoport
konjuga´ltsa´gi oszta´lyainak a sza´ma, mivel az a csoport komplex
irreducibilis karaktereinek a sza´ma´val is megegyezik. Brauer egy
proble´ma´ja´val kapcsolatosan erre az invaria´nsra adunk also´ korla´tot
egyedu¨l a csoport rendje´nek ismerete´ben. A proble´ma´nak van egy
modula´ris va´ltozata is, amelynek kapcsa´n megmutatjuk (Pyber egy
ke´rde´se´re reaga´lva), hogy egy ve´ges csoport konjuga´ltsa´gi oszta´-
lyainak sza´ma alulro´l becsu¨lheto˝ egyedu¨l a csoport rendje´nek pr´ım
oszto´ja´nak seg´ıtse´ge´vel. McKay egy sejte´se´nek szelleme´ben ezt az
eredme´nyt a´ltala´nos´ıtjuk a ve´ges csoport bizonyos karakterei sza´ma´-
nak also´ becsle´se´re. Ezek uta´n a´tte´ru¨nk a ve´ges csoport konjuga´ltsa´gi
oszta´lyainak sza´ma´ra vonatkozo´ felso˝ becsle´sek ke´rde´sko¨re´re. Itt
Brauer egy ma´sik proble´ma´ja ja´tszik fontos szerepet, Brauer k(B)
proble´ma´ja. Az o¨to¨dik fejezetben felso˝ korla´tot adunk egy permu-
ta´cio´-csoport konjuga´ltsa´gi oszta´lyainak sza´ma´ra. A hatodik fejezet
ta´maszkodik a k(B) proble´ma ismert eseteire. Itt egy permuta´cio´-
elme´leti invaria´nst vizsga´lunk (minima´lis ba´zis sza´m) reprezenta´cio´
elme´leti szemszo¨gbo˝l. Seress egy te´tele´t a´ltala´nos´ıtjuk. Folytatva ezt
a gondolatmenetet a hetedik fejezetben Pa´lfy, Wolf, valamint Pyber
te´telei nyoma´n becsu¨lju¨k ve´ges csoportok bizonyos kompoz´ıcio´ fak-
torai rendjeinek szorzata´t. A nyolcadik fejezetben ezeket a gondo-
latokat alkalmazzuk primit´ıv permuta´cio´-csoportok faktorai me´rete´-
nek becsle´se´re. A ke´rde´sko¨rnek Galois elme´leti motiva´cio´ja is van.
A kilencedik fejezet Brauer k(B) proble´ma´ja´t e´rinti e´s itt fixpont
terek a´tlag dimenzio´ja´t becsu¨lju¨k. Megoldjuk Neumann egy 1966-
bo´l sza´rmazo´ proble´ma´ja´t. Az utolso´ fejezetben ezt az eredme´nyt,
valamint a hetedik fejezet utolso´ te´tele´t alkalmazzuk Wiegold egy
h´ıres sejte´se´vel kapcsolatosan, ahol az eddigi legero˝sebb eredme´nyt
kapjuk.
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2. Brauer harmadik proble´ma´ja
Jelo¨lje k(G) a G ve´ges csoport konjuga´ltsa´gi oszta´lyainak sza´ma´t.
Ez az invaria´ns a G csoport komplex irreducibilis karaktereinek a
sza´ma is egyben.
1903-ban Landau [27] megva´laszolta Frobenius egy ke´rde´se´t. Be-
bizony´ıtotta, hogy adott k pozit´ıv ege´sz esete´n legfeljebb csak ve´ges
sok olyan ve´ges csoport van, amelynek k konjuga´ltsa´gi oszta´lya van.
A gondolatmenetbo˝l az ko¨vetkezik, hogy mindenG nemtrivia´lis ve´ges
csoport esete´n k(G) > log2 log2 |G|. Brauer [3] nevezetes prob-
le´ma´inak lista´ja´n a harmadik u´gy szo´l, hogy adjunk enne´l le´nyegesen
jobb also´ korla´tot k(G)-re csupa´n a G csoport rendje ismerete´ben.
Majdnem egy e´vsza´zad re´szeredme´nyei uta´n Pyber [39] bebizony´ı-
totta, hogy le´tezik olyan  > 0 konstans, hogy minden 3-na´l na-
gyobb n rendu˝ ve´ges csoportnak legala´bb  · (log2 n/(log2 log2 n)8)
konjuga´ltsa´gi oszta´lya van. 2011-ben Keller [21] finomı´tott Pyber
bizony´ıta´sa´n e´s az elo˝bbi korla´tban a 8-at 7-re jav´ıtotta.
Ezt a gondolatmenetet folytatva az elso˝ te´zis a ko¨vetkezo˝.
1. Te´tel (Baumeister, Maro´ti, Tong-Viet; [2]). Minden  > 0 esete´n
le´tezik δ > 0, hogy minden n ≥ 4 rendu˝ ve´ges csoport konjuga´ltsa´gi
oszta´lyainak sza´ma legala´bb δ · (log2 n/(log2 log2 n)3+).
Megjegyezzu¨k, hogy minden pa´ratlan p pr´ım esete´n Kova´cs e´s
Leedham-Green [23] olyan pp rendu˝ P csoportot konstrua´lt, amelyre
k(P ) = (p3−p2+p+1)/2. Teha´t ve´gtelen sok olyan G ve´ges csoport
le´tezik, amelyre k(G) < (log2 |G|)3.
3. Egy ma´sik also´ korla´t k(G)-re
Legyen G egy ve´ges csoport e´s legyen p egy pr´ım, ami osztja G rend-
je´t. Pyber e´szrevette, hogy Brauer egy eredme´nye´bo˝l ko¨vetkezik,
hogy ha p2 nem osztja G rendje´t, akkor k(G) ≥ 2√p− 1. En-
nek kapcsa´n Pyber ne´ha´ny ke´rde´st vetett fel arro´l, hogy hogyan
4
dc_1451_17
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
lehetne k(G)-t p fu¨ggve´nye´ben alulro´l becsu¨lni. Ez e´s Brauer huszon-
egyedik proble´ma´ja (la´sd a ko¨vetkezo˝ fejezetet) motiva´lta He´thelyit
e´s Ku¨lshammert (la´sd [17], [18]), hogy G feloldhato´ csoport esete´n
ku¨lo¨nbo¨zo˝ explicit korla´tokat adjanak G konjuga´ltsa´gi oszta´lyainak
sza´ma´ra. Bebizony´ıtotta´k [17] pe´lda´ul azt, hogy ha G egy feloldhato´
csoport e´s p a G rendje´nek egy pr´ım oszto´ja, akkor k(G) ≥ 2√p− 1.
Ezuta´n ezt az egyenlo˝tlense´get tetszo˝leges G csoport esete´n kezd-
te´k el vizsga´lni. Malle [30] bebizony´ıtotta, hogy amennyiben G egy
minima´lis ellenpe´lda a k(G) ≥ 2√p− 1 egyenlo˝tlense´gre e´s p oszt-
ja G rendje´t, akkor G egy olyan HV szemidirekt szorzat, ahol V
egy olyan irreducibilis, hu˝ H-modulus egy olyan H ve´ges csoportra,
amelyre (|H|, |V |) = 1 e´s p osztja V rendje´t. Malle azt is megmu-
tatta, hogy H nem lehet majdnem kva´ziegyszeru˝ csoport. Ezeket az
eredme´nyeket Keller [20] felhaszna´lta e´s bebizony´ıtotta, hogy le´tezik
olyan univerza´lis c0 konstans, hogy amennyiben p > c0 e´s p oszt-
ja egy tetszo˝leges G ve´ges csoport rendje´t, akkor G konjuga´ltsa´gi
oszta´lyainak sza´ma legala´bb 2
√
p− 1. Ke´so˝bb He´thelyi, Horva´th,
Keller e´s Maro´ti [16] megmutatta´k, hogy legfeljebb ve´ges sok G nem
feloldhato´, p-feloldhato´ ve´ges csoportto´l eltekintve k(G) ≥ 2√p− 1
teljesu¨l, e´s egyenlo˝se´g akkor e´s csak akkor a´ll fenn, ha
√
p− 1 ege´sz e´s
G = CpoC√p−1, ahol CG(Cp) = Cp. Mivel Keller bizony´ıta´sa´bo´l c0
e´rte´ke´re nem lehetett ko¨vetkeztetni, kvantitat´ıv informa´cio´ az elo˝zo˝
eredme´nnyel kapcsolatosan sem le´tezett.
2. Te´tel (Maro´ti; [34]). Ha G egy ve´ges csoport e´s p a G rendje´nek
egy pr´ım oszto´ja, akkor G konjuga´ltsa´gi oszta´lyainak sza´ma legala´bb
2
√
p− 1. Egyenlo˝se´g akkor e´s csak akkor teljesu¨l, ha √p− 1 ege´sz,
G = Cp o C√p−1 e´s CG(Cp) = Cp.
Lehet-e a 2. Te´telben szereplo˝ korla´tot jav´ıtani abban az esetben,
ha p egy 1-ne´l magasabb hatva´nya osztja G rendje´t? Kova´cs e´s
Leedham-Green [23] az elo˝zo˝ fejezet ve´ge´n szereplo˝ pe´lda´ja hata´rt
szab az ilyen spekula´cio´knak. Viszont He´thelyi e´s Ku¨lshammer [18]
azt bizony´ıtotta, hogy ha p2 osztja egy G feloldhato´ csoport rendje´t,
akkor G konjuga´ltsa´gi oszta´lyainak a sza´ma legala´bb (49p+ 1)/60.
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4. Brauer e´s McKay sejte´sei kapcsa´n
Brauer fenti, harmadik proble´ma´ja´nak modula´ris va´ltozata Brauer
huszonegyedik proble´ma´ja (la´sd [3]) e´s ez a ko¨vetkezo˝ke´ppen szo´l.
Legyen G egy ve´ges csoport, p egy pr´ım e´s B a G csoport egy p-
blokkja. Jelo¨lje k(B) a G csoport a B blokkhoz tartozo´ komplex
irreducibilis karaktereinek a sza´ma´t. Adjunk k(B)-re olyan f(|D|)
also´ korla´tot, ahol D a B blokk egy defekt csoportja e´s f(|D|)→∞,
amint |D| → ∞. Ez a sejte´s igaz [25], amennyibenG egy p-feloldhato´
csoport, viszont semmilyen explicit f korla´t nem ismert. Megje-
gyezzu¨k, hogy He´thelyi e´s Ku¨lshammer [17] azt sejtik, hogy tet-
szo˝leges ve´ges csoport tetszo˝leges olyan B p-blokkja esete´n, amelyre
k(B) 6= 1, a k(B) ≥ 2√p− 1 becsle´s teljesu¨l.
Ku¨lshammer e´s Robinson [26] megmutatta´k, hogy Brauer elo˝bbi,
huszonegyedik proble´ma´ja ko¨vetkezik McKay sejte´se´nek modula´ris
verzio´ja´bo´l. Itt csak McKay eredeti sejte´se´t ismertetju¨k. Legyen G
egy ve´ges csoport e´s p egy pr´ım. Jelo¨lje Irrp′(G) a G csoport p-
hez relat´ıv pr´ım foku´ komplex irreducibilis karaktereinek halmaza´t.
McKay sejte´se u´gy szo´l, hogy |Irrp′(G)| = |Irrp′(NG(P ))|, ahol P a
G csoport egy Sylow p-re´szcsoportja e´s NG(P ) a P normaliza´tora
G-ben. Ez a sejte´s p = 2 esete´n igaz [32].
A 2. Te´tel e´s annak bizony´ıta´sa felhaszna´la´sa´val explicit also´ kor-
la´t adhato´ a |Irrp′(G)| invaria´nsra tetszo˝leges G ve´ges csoport esete´n.
Ez a harmadik te´zis.
3. Te´tel (Malle, Maro´ti; [31]). Legyen G egy ve´ges csoport e´s p egy
pr´ım, amely osztja G rendje´t. Ekkor |Irrp′(G)| ≥ 2
√
p− 1. Egyen-
lo˝se´g akkor e´s csak akkor teljesu¨l ha
√
p− 1 ege´sz e´s G ba´rmely Sylow
p-re´szcsoportja´nak normaliza´tora Cp o C√p−1, ahol CG(Cp) = Cp.
5. A k(B) sejte´s kapcsa´n
Eddig ve´ges csoport konjuga´ltsa´gi oszta´lyainak sza´ma´ra vonatkozo´
also´ korla´tokat vizsga´ltunk. Azonban az irodalomban a k(G) inva-
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ria´nsra sza´mos felso˝ korla´t is le´tezik G ve´ges csoport esete´n. Ezek az
eredme´nyek a reprezenta´cio´ elme´let egyik legme´lyebb proble´ma´ja´val
kapcsolatosak. Brauer [4] k(B) proble´ma´ja 1959 o´ta megoldatlan.
E szerint ha B egy tetszo˝leges ve´ges csoport egy p-blokkja, akkor
k(B) ≤ |D|, ahol D a B egy defekt csoportja.
Brauer k(B) sejte´se p-feloldhato´ csoportok esete´n igaz e´s ez az
u´gynevezett k(GV ) te´tel [42], amely a ko¨vetkezo˝ke´ppen szo´l. Le-
gyen V egy ve´ges e´s hu˝ G-modulus, valamely olyan G ve´ges csoport
esete´n, amelyre (|G|, |V |) = 1. Ekkor a GV szemidirekt szorzat
konjuga´ltsa´gi oszta´lyainak k(GV ) sza´ma legfeljebb V rendje.
A k(GV ) te´tel bizony´ıta´sa´ban (e´s azon tu´l) elengedhetetlenek vol-
tak a permuta´cio´-csoportok konjuga´ltsa´gi oszta´lyai sza´ma´ra vonat-
kozo´ felso˝ becsle´sek. Kova´cs e´s Robinson [24] bebizony´ıtotta´k, hogy
ha G egy n-ed foku´ permuta´cio´-csoport, akkor k(G) ≤ 5n−1, tova´bba´
visszavezette´k az esetleges k(G) ≤ 2n−1 korla´tot arra az esetre,
amikor G egy majdnem egyszeru˝ csoport. Ezt az uto´bbi egyen-
lo˝tlense´get Liebeck e´s Pyber [28] bizony´ıtotta be tetszo˝leges n-ed
foku´G permuta´cio´-csoportra. Kova´cs e´s Robinson [24] azt is bela´tta,
hogy k(G) ≤ 3(n−1)/2, amennyiben G feloldhato´ permuta´cio´-cso-
port e´s n ≥ 3. Ke´so˝bb Riese e´s Schmid [41] 3′, 5′ e´s 7′ csoportok
esete´re is bela´tta az elo˝bbi korla´tot ha n ≥ 3. Ve´gu¨l Maro´ti [33]
bebizony´ıtotta, hogy tetszo˝leges G ve´ges permuta´cio´-csoport esete´n
k(G) ≤ 3(n−1)/2, ahol n ≥ 3 a G foksza´ma.
A negyedik te´zis a ko¨vetkezo˝.
4. Te´tel (Garonzi, Maro´ti; [9]). Minden n-ed foku´ permuta´cio´-
csoportnak, ahol n ≥ 4, legfeljebb 5(n−1)/3 konjuga´ltsa´gi oszta´lya
van.
Pyber megmutatta, hogy tetszo˝leges 0 < c < 51/4 konstans esete´n
ve´gtelen sok olyan G tranzit´ıv permuta´cio´-csoport le´tezik, amelyre
k(G) > cn−1. Ha egy n-ed foku´ G permuta´cio´-csoportra felte´teleket
teszu¨nk, akkor sokszor exponencia´lisna´l jobb felso˝ becsle´seket lehet
adni a k(G) invaria´nsra. Pe´lda´ul [9], ha le´tezik G-t tartalmazo´, de
An-to˝l e´s Sn-to˝l ku¨lo¨nbo¨zo˝ primit´ıv permuta´cio´-csoport, akkor k(G)
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legfeljebb az n part´ıcio´inak a sza´ma.
6. A minima´lis ba´zis sza´m
A k(GV ) te´tel bizony´ıta´sa´nak nem va´rt ko¨vetkezme´nye [15] van a
minima´lis ba´zis sza´mra vonatkozo´an.
Legyen H egy Ω ve´ges halmazon hato´ permuta´cio´-csoport. Az
Ω egy olyan re´szhalmaza´t, amely pontonke´nti stabiliza´tora H-ban
trivia´lis, a H egy ba´zisa´nak nevezzu¨k. A H permuta´cio´-csoport
ba´zisainak minima´lis me´rete´t minima´lis ba´zis sza´mnak nevezzu¨k e´s
b(H)-val jelo¨lju¨k.
Pyber [40] egy sejte´se b(H) e´rte´ke´t konstans szorzo´ ereje´ig megjo´-
solja abban az esetben, amikor H egy primit´ıv permuta´cio´-csoport.
Az elso˝ ilyen ira´nyu´ eredme´ny Seressto˝l [44] sza´rmazik, aki bela´tta,
hogy minden feloldhato´ primit´ıv permuta´cio´-csoport minima´lis ba´zis
sza´ma legfeljebb 4. Mivel minden feloldhato´ primit´ıv permuta´cio´-
csoport affin tipusu´, Seress eredme´nye ekvivalens azzal, hogy ha G
egy ve´ges feloldhato´ csoport, amely hu˝en e´s irreducibilisen hat egy V
vektorte´ren, akkor G (mint V -n hato´ permuta´cio´-csoport) minima´lis
b(G) ba´zis sza´ma legfeljebb 3.
Az irodalomban sza´mos eredme´ny tala´lhato´ linea´ris csoportok mi-
nima´lis ba´zis sza´ma´ro´l. Pe´lda´ul Gluck e´s Magaard [10] bebizony´ı-
totta´k, hogy ha G egy olyan re´szcsoportja a GL(V ) teljes linea´ris
csoportnak, amelyre (|G|, |V |) = 1, akkor b(G) ≤ 94. Ha G-ro˝l me´g
azt is feltesszu¨k, hogy szuperfeloldhato´ vagy pa´ratlan rendu˝, akkor
b(G) ≤ 2 is teljesu¨l. E uto´bbi ke´t a´ll´ıta´st Wolf [49] illetve Dolfi [7]
bizony´ıtotta. Ke´so˝bb egy ko¨zo¨s a´ltala´nos´ıta´sa szu¨letett ezen ered-
me´nyeknek, amelyet egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l igazolt Dolfi [8], Vdovin
[46], valamint Halasi e´s Podoski. Ha G ≤ GL(V ) egy olyan felold-
hato´ ve´ges csoport, amelyre (|G|, |V |) = 1, akkor b(G) ≤ 2. Ve´gu¨l
Halasi e´s Podoski [15] le´nyegesen jav´ıtott az ime´nti eredme´nyen
megmutatva, hogy G-ro˝l nem kell feltenni azt, hogy feloldhato´; ha
G ≤ GL(V ) e´s (|G|, |V |) = 1, akkor G minima´lis ba´zis sza´ma legfel-
8
dc_1451_17
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)
jebb 2.
Az o¨to¨dik te´zis a´ltala´nos´ıtja Seress [44] fenti eredme´nye´t e´s kiter-
jeszti Halasi e´s Podoski [15] te´tele´t.
5. Te´tel (Halasi, Maro´ti; [14]). Legyen V egy q elemu˝, p karak-
terisztika´ju´ test felett definia´lt ve´ges vektorte´r. Legyen G ≤ GL(V )
egy olyan p-feloldhato´ csoport, amely teljesen reducibilisen hat V -n.
Ekkor b(G) ≤ 3. Tova´bba´ ha q ≥ 5, akkor b(G) ≤ 2.
Megjegyezzu¨k, hogy az 5. Te´telben szereplo˝ korla´tok minden q
esete´n e´lesek. A te´telt alkalmaztuk [6] ve´ges csoport komplex irre-
ducibilis karaktereinek legnagyobb foka´nak becsle´se´re.
7. Pa´lfy e´s Wolf te´telei kapcsa´n
Az elo˝zo˝ fejezetben ismertetett Seress eredme´ny egy ma´sik motiva´ci-
o´ja Pa´lfy e´s Wolf egy te´tele volt. 1982-ben egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l
Pa´lfy [38] e´s Wolf [48] megmutatta´k, hogy minden n-ed foku´ felold-
hato´ primit´ıv permuta´cio´-csoport legfeljebb 24−1/3n1+c1 elemsza´mu´,
ahol c1 = log9(48 · 241/3). Ez a korla´t ve´gtelen sok n esete´n e´les.
E te´tel azzal ekvivalens, hogy minden olyan feloldhato´ re´szcsoportja
GL(V )-nek, amely teljesen reducibilisen hat a V ve´ges vektorte´ren,
legfeljebb 24−1/3|V |c1 rendu˝.
Az 5. Te´tel bizony´ıta´sa´val pa´rhuzamosan a ko¨vetkezo˝ a´ltala´no-
sabb te´tel ado´dik, ami ma´r ta´maszkodik a ve´ges egyszeru˝ csoportok
klasszifika´cio´s te´tele´re.
6. Te´tel (Halasi, Maro´ti; [14]). Legyen V egy ve´ges vektorte´r egy p
karakterisztika´ju´ test felett. Ha G ≤ GL(V ) egy p-feloldhato´ csoport,
amely teljesen reducibilisen hat V -n, akkor |G| ≤ 24−1/3|V |c1 , ahol
c1 a fenti konstans.
Egy X ve´ges csoport e´s p pr´ım esete´n jelo¨lje X egy fo˝la´nca´nak A-
bel, nem Abel, p-feloldhato´, centra´lis, illetve nem centra´lis fo˝faktorai
9
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rendjeinek szorzata´t rendre a(X), b(X), ap(X), c(X), illetve ncf(X).
Ha valamelyik tipusu´ faktor nem le´tezik, akkor legyen a szo´ban forgo´
fu¨ggve´ny e´rte´ke 1. A Jordan-Ho¨lder te´tel e´rtelme´ben ezek az inva-
ria´nsok fu¨ggetlenek a fo˝la´nc va´laszta´sa´to´l.
Pyber [40] egy eredme´nye szerint ha G egy n-ed foku´ primit´ıv
permuta´cio´-csoport, akkor a(G) ≤ 24−1/3n1+c1 . A 6. Te´tel kap-
csa´n felmeru¨l, hogy ez a korla´t esetleg az ap(G) invaria´nst is felu¨lro˝l
becsu¨li, ahol p egy bizonyos pr´ım.
A 7. te´zis a ko¨vetkezo˝.
7. Te´tel (Guralnick, Maro´ti, Pyber; [13]). Legyen G ≤ Sn egy
primit´ıv permuta´cio´-csoport e´s legyen p az n egy pr´ım oszto´ja. Ekkor
ap(G)|Out(G)| ≤ 24−1/3n1+c1 , ahol c1 a fenti konstans.
A 7. Te´telben tala´lhato´ Out(G) csoport a 11. Te´tel bizony´ıta´sa
sora´n tu˝nt fel. Itt csak arra mutatunk ra´, hogy ha A egy G cso-
port normaliza´tora Sn-ben, akkor b(A/G) ≤ (log2 n)2 log2 log2 n ha G
primit´ıv (e´s b(A/G) ≤ nlog2 n ha G tranzit´ıv). Az uto´bbi korla´tot
haszna´ljuk a ko¨vetkezo˝ fejezetben.
Wolf [48] bebizony´ıtotta, hogy ha G egy nilpotens csoport, amely
hu˝en e´s teljesen reducibilisen hat egy V ve´ges vektorte´ren, akkor
|G| ≤ |V |c2/2, ahol c2 = log9 32.
A 8. Te´zis ezt az eredme´nyt a´ltala´nos´ıtja.
8. Te´tel (Guralnick, Maro´ti, Pyber; [13]). Ha G ≤ Sn egy primit´ıv
permuta´cio´-csoport, akkor c(G) ≤ nc2/2, ahol c2 a fenti konstans.
Ve´gezetu¨l az ncf(G) invaria´nst vizsga´ljuk, de ebben az esetben G
nem permuta´cio´-csoport, hanem egy tetszo˝leges ve´ges csoport. A
9. Te´tel kimonda´sa´hoz szu¨kse´gu¨nk van a G csoport F (G) Fitting
re´szcsoportja´ra. Ez trivia´lisan hat G minden fo˝faktora´n. Tova´bba´
jelo¨lje a G csoport egy g eleme´nek konjuga´ltsa´gi oszta´lya´t clG(g).
9. Te´tel (Guralnick, Maro´ti; [12]). Legyen G egy ve´ges csoport.
10
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Ekkor
ncf(G) ≤
( ∏
g∈G
|clG(g)|
)p/((p−1)|G|)
,
ahol p a G/F (G) csoport rendje´nek a legkisebb pr´ım oszto´ja (ha ilyen
van).
8. Permuta´cio´-csoportok faktorairo´l
Aschbacher e´s Guralnick [1] bebizony´ıtotta´k, hogy ha A egy ve´ges
permuta´cio´-csoport, amelynek foka n, akkor az A′ kommuta´tor cso-
port indexe A-ban legfeljebb 3n/3. Tova´bba´, ha A primit´ıv, akkor
|A : A′| ≤ n. Ezzel kapcsolatban e´s Galois elme´leti ind´ıttata´sbo´l
meru¨lt fel az a ke´rde´s, hogy mi mondhato´ |A : G|-ro˝l abban az e-
setben mikor G e´s A olyan re´szcsoportjai Sn-nek, ahol G norma´lis
A-ban. Galois elme´leti szempontbo´l terme´szetes feltenni, hogy G
tranzit´ıv. Ellenkezo˝ esetben e fejezet eredme´nyei sokkal gyenge´bbek.
A 10. Te´telben szimplektikus csoportok, teljes ortogona´lis cso-
portok, az uto´bbiak 2 indexu˝ re´szcsoportjai, valamint szemilinea´ris
csoportok jelennek meg.
10. Te´tel (Guralnick, Maro´ti, Pyber; [13]). Legyenek G e´s A
olyan n-ed foku´ permuta´cio´-csoportok, amelyekre G C A e´s G pri-
mit´ıv. Ekkor |A/G| < n, kive´ve ha G egy affin primit´ıv permuta´cio´-
csoport e´s az (n,A/G) pa´r (34,O−4 (2), (5
4,Sp4(2)), (3
8,O−6 (2)),
(38,SO−6 (2)), (3
8,O+6 (2)), (3
8,SO+6 (2)), (5
8,Sp6(2)), (3
16,O−8 (2)),
(316,SO−8 (2)), (3
16,O+8 (2)) vagy (3
16,SO+8 (2)). Tova´bba´ ha A/G
nem szekcio´ja ΓL1(q)-nek, amennyiben n = q pr´ım hatva´ny, akkor
minden n ≥ 214000 esete´n |A/G| < n1/2 log2 n teljesu¨l.
A 10. Te´telben az n−1 korla´t akkor e´les, amikor n pr´ım e´s G egy
ciklikus csoport. Vegyu¨k e´szre, hogy minden p pr´ım esete´n ve´gtelen
sok olyan r pr´ım le´tezik, hogy az np = qp = rp−1p rendu˝ G ≤
AΓL1(q) primit´ıv permuta´cio´-csoportra az NSn(G)/G faktorcsoport
11
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me´rete (n−1)(p−1)/p. A 10. Te´telben a n1/2 log n korla´t egy log9 8
e´s 1 ko¨zo¨tti konstans szorzo´to´l eltekintve aszimptotikusan e´les.
A 11. Te´zis egy G primit´ıv permuta´cio´-csoport Out(G) ku¨lso˝
automorfizmus csoportja´nak rendje´t vizsga´lja.
11. Te´tel (Guralnick, Maro´ti, Pyber; [13]). Legyen G egy pri-
mit´ıv permuta´cio´-csoport Sn-ben. Ekkor |Out(G)| < n, kive´ve ha
|Out(G)| = |NSn(G)/G| ≥ n (la´sd a 10. Te´telt a he´t kive´tellel) vagy
n = q2, q = 2e, e > 1 e´s G = (C2)
2e
: SL2(q).
Megjegyezzu¨k, hogy ha G a 11. Te´tel kive´teleinek ve´gtelen soroza-
ta´nak egy eleme, akkor |Out(G)| < (n log2 n)/2.
Megmutattuk, hogy ha G C A ≤ Sn tranzit´ıv permuta´cio´ csopor-
tok e´s n ≥ 2, akkor a(A/G) ≤ 4n/
√
log2 n. Ebbo˝l e´s a 7. Te´tel uta´n
ı´rottakbo´l, ado´dik a ko¨vetkezo˝.
12. Te´tel (Guralnick, Maro´ti, Pyber; [13]). Ha G C A ≤ Sn
tranzit´ıv permuta´cio´ csoportok, akkor |A : G| ≤ 4n/
√
log2 n · nlog2 n
minden n ≥ 2 esete´n.
A 4-to˝l eltekintve a 12. Te´telben a korla´t e´les [40]. Azt is meg-
jegyezzu¨k, hogy egy cn/
√
log2 n tipusu´ korla´t ma´r nem fog teljesu¨lni
abban az esetben, ha a G C A felte´telt kicsere´lju¨k azzal, hogy G
szubnorma´lis A-ban. Valo´ban, ha A egy Sylow 2-re´szcsoportja Sn-
nek, ahol n egy 2-hatva´ny e´sG egy regula´ris elemi Abel re´szcsoportja
A-nak, akkor |A : G| = 2n/2n. A 13. Te´zis azt mutatja, hogy le´tezik
exponencia´lis korla´t egy permuta´cio´-csoport tranzit´ıv szubnorma´lis
re´szcsoportja´nak indexe´re.
13. Te´tel (Guralnick, Maro´ti, Pyber; [13]). Ha G CC A ≤ Sn
tranzit´ıv permuta´cio´ csoportok, akkor |A : G| ≤ 3n−1.
E´rdekes lenne tudni, hogy vajon kicsere´lheto˝-e a 13. Te´telben a
3n−1-es becsle´s 2n-re.
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9. Fixpont terek dimenzio´i
Legyen G egy ve´ges csoport, F egy test e´s V egy ve´ges dimenzio´s
FG-modulus. A G csoport egy S nemu¨res re´szhalmaza´ra legyen
avgdim(S, V ) =
1
|S|
∑
s∈S
dimCV (s)
az S elemei V -n valo´ fixpont terei dimenzio´inak sza´mtani ko¨zepe.
Itt CV (s) jelo¨li az s elem V -beli fixpontjaink halmaza´t. 1966-ban
Neumann [36] a DPhil disszerta´cio´ja´ban azt a sejte´st fogalmazta
meg, hogy ha V egy nemtrivia´lis irreducibilis FG-modulus, akkor
avgdim(G,V ) ≤ (1/2) dimV . Ez a sejte´s Neumann e´s Vaughan-Lee
[37] 1977-es cikke´ben is szerepel, majd 1982-ben bekeru¨lt a Kourovka
Notebook-ba [22] mint a 8.5-o¨s proble´ma. A proble´ma´t Neumann e´s
Vaughan-Lee [37] feloldhato´ G csoport esete´n megoldotta, valamint
abban az esetben is, mikor |G| inverta´lhato´ F -ben. Ke´so˝bb Segal e´s
Shalev [43] megmutatta, hogy tetszo˝leges G ve´ges csoport esete´n
avgdim(G,V ) ≤ (3/4) dimV teljesu¨l. Ezt Isaacs, Keller, Meier-
frankenfeld e´s Moreto´ [19] a avgdim(G,V ) ≤ ((p + 1)/2p) dimV
korla´tra jav´ıtotta, ahol p a G rendje´nek legkisebb pr´ım oszto´ja.
A 14. Te´zis a ko¨vetkezo˝.
14. Te´tel (Guralnick, Maro´ti; [12]). Legyen G egy ve´ges csoport, F
egy test e´s V egy ve´ges dimenzio´s FG-modulus. Legyen N a G egy
olyan norma´lis re´szcsoportja, amelynek nincsen trivia´lis kompoz´ıcio´
faktora V -n. Ekkor avgdim(Ng, V ) ≤ (1/p) dimV minden g ∈ G
esete´n, ahol p a legkisebb pr´ım oszto´ja a G rendje´nek.
Azon tu´l, hogy a 14. Te´tel megoldja Neumann e´s Vaughan-
Lee proble´ma´ja´t, azt to¨bb szempontbo´l is a´ltala´nos´ıtja e´s jav´ıtja.
Elo˝szo¨r is, V -nek nem kell irreducibilis G-modulusnak lennie; ele-
gendo˝, hogy a G-modulusnak ne legyen trivia´lis kompoz´ıcio´ fakto-
ra. Ma´sodszorra, a (1/2) dimV korla´tot nemcsak a avgdim(G,V )
invaria´nsra bizony´ıtjuk, hanem avgdim(S, V )-re is, ahol S egy tet-
szo˝leges melle´koszta´lya a G csoport egy bizonyos tulajdonsa´gu´ nor-
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ma´loszto´ja´nak. Ve´gu¨l a 14. Te´tel egy e´lesebb korla´tot tartalmaz,
nevezetesen (1/p) dimV -t, ahol p a G rendje´nek legkisebb pr´ım osz-
to´ja.
A 15. Te´tel megmondja, hogy a 14. Te´tel korla´tja milyen esetben
e´les.
15. Te´tel (Guralnick, Maro´ti; [12]). Legyen G egy ve´ges csoport,
F egy test, e´s V egy olyan ve´ges dimenzio´s FG-modulus, amelynek
nincsen trivia´lis kompoz´ıcio´ faktora. Legyen p a G rendje´nek legki-
sebb pr´ım oszto´ja. Ekkor avgdim(G,V ) = (1/p) dimV akkor e´s csak
akkor teljesu¨l, ha G/CG(V ) exponense p.
Neumann [36] a DPhil disszerta´cio´ja´ban megmutatta, hogy ha
V egy nemtrivia´lis irreducibilis FG-modulus valamely F test e´s G
feloldhato´ ve´ges csoport esete´n, akkor le´tezik a G-ben olyan elem,
amelynek a V -beli fixpont tere kicsi. Pontosabban azt bizony´ıtotta,
hogy le´tezik olyan g ∈ G, amelyre dimCV (g) ≤ (7/18) dimV . Tova´b-
ba´ Neumann azt sejtette, hogy le´tezik g ∈ G, amelyre dimCV (g)
legfeljebb (1/3) dimV . Segal e´s Shalev [43] bebizony´ıtotta, hogy
tetszo˝leges G ve´ges csoport esete´n le´tezik olyan g ∈ G, amelyre
dimCV (g) ≤ (1/2) dimV teljesu¨l. Ke´so˝bb, gyenge´bb felte´telek mel-
lett (V olyan teljesen reducibilis FG-modulus, amelyre CV (G) = 0)
Isaacs, Keller, Meierfrankenfeld e´s Moreto´ [19] megmutatta´k, hogy
le´tezik olyan g ∈ G, amelyre dimCV (g) ≤ (1/p) dim(V ), ahol p a G
rendje´nek legkisebb pr´ım oszto´ja. Me´g gyenge´bb felte´telek mellett
jav´ıtjuk az elo˝bbi a´ll´ıta´st.
16. Te´tel (Guralnick, Maro´ti; [12]). Legyen G egy ve´ges csoport, F
egy test, e´s V egy ve´ges dimenzio´s FG-modulus. Legyen N egy olyan
norma´lis re´szcsoportja G-nek, hogy V -nek, mint FN -modulusnak,
nincsen trivia´lis kompoz´ıcio´ faktora. Legyen x a G egy eleme e´s
legyen p a G rendje´nek legkisebb pr´ım oszto´ja. Ekkor le´tezik olyan
g ∈ Nx, hogy dimCV (g) ≤ (1/p) dimV e´s le´tezik olyan g ∈ N , hogy
dimCV (g) < (1/p) dimV .
Megjegyezzu¨k, hogy a 16. Te´tel ko¨vetkezik a 14. Te´telbo˝l csupa´n
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abbo´l, hogy dimCV (1) = dimV . Megjegyezzu¨k azt is, hogy ha a
16. Te´telben V egy irreducibilis e´s hu˝ modulus, akkor N egy tet-
szo˝leges, nemtrivia´lis norma´loszto´ja lehet G-nek, mivel N egyetlen
nem nulla vektora´t sem fixa´lja V -nek. Neumann fentebb eml´ıtett
sejte´se´t Guralnick e´s Malle [11] igazolta; ha V egy nemtrivia´lis ir-
reducibilis FG-modulus valamely G ve´ges csoport e´s F test esete´n,
akkor le´tezik g ∈ G, amelyre dimCV (g) ≤ (1/3) dimV teljesu¨l.
10. BFC csoportok
Egy csoportot BFC csoportnak nevezu¨nk, ha minden konjuga´ltsa´gi
oszta´lya ve´ges elemsza´mu´ e´s ezek korla´tos me´retu˝ek. Egy G cso-
portot n-BFC csoportnak nevezu¨nk, ha G BFC csoport e´s G kon-
juga´ltsa´gi oszta´lyai me´reteinek maximuma n. Neumann [35] egyik
felfedeze´se az volt, hogy minden G BFC csoport G′ kommuta´tor
re´szcsoportja ve´ges. Sza´mos matematikus pro´ba´lta a BFC csopor-
tok kommuta´tor re´szcsoportjainak rendje´t felu¨lro˝l becsu¨lni.
Nem sokkal Neumann ime´nt eml´ıtett felfedeze´se uta´n Wiegold [47]
adott egy korla´tot G′ rendje´re abban az esetben, amikor G egy n-
BFC csoport, e´s a´ltala´ban azt sejtette, hogy |G′| ≤ n(1/2)(1+log2 n).
Ke´so˝bb Macdonald [29] megmutatta, hogy |G′| ≤ n6n(log2 n)3 , majd
Vaughan-Lee [45] bebizony´ıtotta Wiegold sejte´se´t abban az esetben,
amikor a csoport nilpotens. Feloldhato´ G csoportok esete´n az eddi-
gi lege´lesebb korla´tot Neumann e´s Vaughan-Lee [37] igazolta e´s ez
|G′| ≤ n(1/2)(5+log2 n). Ugyanebben a cikkben az is szerepel, hogy
ha G egy tetszo˝leges n-BFC csoport, akkor |G′| ≤ n(1/2)(3+5 log2 n).
A ve´ges csoportok klasszifika´cio´s te´tele´nek seg´ıtse´ge´vel Cartwright
[5] az ime´nti korla´tot a |G′| ≤ n(1/2)(41+log2 n) becsle´sre jav´ıtotta.
Ezt Segal e´s Shalev [43] tova´bb e´les´ıtette azzal, hogy bela´tta´k, hogy
|G′| ≤ n(1/2)(13+log2 n), ahol G egy n-BFC csoport.
A 9. Te´tel seg´ıtse´ge´vel be lehet la´tni, hogy amennyiben G egy
n-BFC csoport, akkor ncf(G) < n2. Ez a [37] cikk A. Sejte´se´t iga-
zolja. Ha ezt az a´ll´ıta´st alkalmazzuk a [43] cikk 511. oldala´n, akkor
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az eddigi lege´lesebb a´ltalanos becsle´se´t kapjuk az n-BFC csoportok
kommuta´tor re´szcsoportjainak rendje´re vonatkozo´an.
17. Te´tel (Guralnick, Maro´ti; [12]). Legyen G egy n-BFC csoport
valamilyen n > 1 esete´n. Ekkor |G′| < n(1/2)(7+log2 n).
Segal e´s Shalev [43] megmutatta´k, hogy ha G egy olyan n-BFC
csoport, amelynek nincsen nem trivia´lis Abel norma´loszto´ja, akkor
|G| < n4. A 18. Te´tel ezt az eredme´nyt jav´ıtja.
18. Te´tel (Guralnick, Maro´ti; [12]). Legyen G egy n-BFC csoport
valamely n > 1 esete´n. Ha a G csoport F (G) Fitting re´szcsoportja
ve´ges, akkor |G| < n2k(F (G)). Specia´lisan, ha G-nek nincsen nem
trivia´lis Abel norma´loszto´ja, akkor |G| < n2.
Az utolso´ te´zis olyan n-BFC csoportokro´l szo´l, amelyek adott
sza´mu´ elemmel genera´lhato´k. Segal e´s Shalev [43] bebizony´ıtotta´k,
hogy egy ilyen csoport kommuta´tor re´szcsoportja´nak rendje n egy
polinomja´val becsu¨lheto˝ felu¨lro˝l. Ege´szen pontosan, megmutatta´k,
hogy |G′| ≤ n5d+4, amennyiben G egy olyan n-BFC csoport, amely
d elemmel genera´lhato´.
A 9. Te´telt a [43] cikk 515. oldala´n alkalmazva, azt kapjuk,
hogy |G′| ≤ n3d+2. Ezzel a [43] cikk 1.5-o¨s Ko¨vetkezme´nye´t a
ko¨vetkezo˝ke´ppen e´les´ıthetju¨k.
19. Te´tel (Guralnick, Maro´ti; [12]). Legyen G egy d elemmel ge-
nera´lhato´ csoport. Ekkor
|{[x, y] : x, y ∈ G}| ≥ |G′|1/(3d+2).
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